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Exercice 1. 

Soient dans R 3 les vecteurs v 4 — (1,1,0), v 2 — (4,1,4) et v 3 — (2, —1,4). 

La famille (v ± , v 2 , v 3 ) est-elle libre ? 

Allez a : CoiTection exercice 1 

Exercice 2. 

Les families suivantes sont-elles libres ? 

1. v 1 — (1,0,1), v 2 — (0,2,2) et v 3 — (3,7,1) dans R 3 . 

2. v L — (1,0,0), v 2 — (0,1,1) et v 3 — (1,1,1) dans R 3 . 

3. v 1 — (1,2, 1,2,1), v 2 — (2, 1,2, 1,2), v 3 — (1,0, 1,1,0) et v 4 = (0,1, 0,0,1) dans R 5 . 

4. v x — (2,4,3, —1, —2,1), v 2 — (1,1,2, 1,3,1) et v 3 — (0, —1,0, 3, 6, 2) dans R 6 . 

5. v 4 — (2,1,3, —1, —4, —1), v 2 — (—1,1, —2,2, —3,3) et v 3 — (1,5, 0,4, —1,7) dans R 6 . 

Allez a : Correction exercice 2 

Exercice 3. 

On considere dans R n une famille de 4 vecteurs lineairement independants (e 1; e 2 , e 3 , e 4 ) 

Les families suivantes sont-elles libres ? 

1. (e 1 ,2e 2 ,e 3 ). 

2. (e 1( e 3 ). 

3. (e ll 2e 1 + e 4l e 4 ). 

4. (3e 4 + e 3 ,e 3 ,e 2 + e 3 ). 

5. (2c 4 -f g 2 , g 4 3g 2 / 6 4t g 2 ^i)* 

Allez a : Correction exercice 3 

Exercice 4. 

Soient dans R 4 les vecteurs it 4 = (1,2, 3, 4) et u 2 — (1, —2,3, —4). Peut-on determiner x et y pour que 
(x, 1, y, 1) G Vect(u 4 , it 2 ) ? Et pour que (x, 1,1, y) G Vect (u 1 , u 2 ) ? 

Allez a : Correction exercice 4 

Exercice 5. 

Dans R 4 on considere l'ensemble E des vecteurs (x 4 ,x 2 , x 3 ,x 4 ) verifiant x 4 + x 2 + x 3 + x 4 = 0 . 
L'ensemble E est-il un sous espace vectoriel de R 4 ? Si oui, en donner une base. 

Allez a : Correction exercice 5 



Exercice 6. 

Dans l'espace R 4 , on se donne cinq vecteurs : v x — (1,1, 1,1) , v 2 — (1,2, 3, 4), v 3 — (3, 1,4, 2), 
v 4 = (10,4,13,7) etv s = (1,7,8,14) 

Chercher les relations de dependance lineaires entre ces vecteurs. Si ces vecteurs sont dependants, en 
extraire au moins une famille libre engendrant le meme sous-espace. 

Allez a : Correction exercice 6 



Exercice 7. 

Dans l'espace R 4 , on se donne cinq vecteurs : v 4 — (1,1, 1,1) , v 2 — (1,2, 3, 4), v 3 — (3, 1,4, 2), 
v 4 = (10,4,13,7) etv s = (1,7,8,14) 

A quelle(s) condition(s) un vecteur b — (b ll b 2 ,b 3 , b 4 ) appartient-il au sous-espace engendre par les 
vecteurs ? Definir ce sous-espace par une ou des equations. 

Allez a : Correction exercice 7 



Exercice 8. 

Soit E un espace vectoriel sur R et x, y, z et t une famille libre d'elements de E, les families suivantes 
sont-elles libres? 

1. (x,2y,z) 
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2. (x,z) 

3. (x,x + 2, t) 

4. (3 x + z, z, y + z) . 

5. (2x + y, x — 3y, t,y — x) 

Allez a : Correction exercice 8 

Exercice 9. 

Dans R 4 , comparer les sous-espaces F et G suivants : 

F = Vect(X 1,0,1, 1), (-1, -2,3, -1), (-5, -3,1,5)) 

G = Vect{{- 1, -1,1, -1), (4, 1,2, 4)) 

Allez a : Correction exercice 9 
Exercice 10. 

On suppose que v x , v 2 ,...,v n sont des vecteurs independants de R n . 

1. Les vecteurs v 1 — v 2 , v 2 — v 3 , v 3 — v 4 ,..., v n _ x — v n , v n — v x sont-ils lineairement independants ? 

2. Les vecteurs v x + v 2 , v 2 + v 3 , v 3 + v 4 ,..., v n - X + v n , v n + rq sont-ils lineairement independants? 

3. Les vecteurs v x , v x + v 2 , v x + v 2 + v 3 , v x + v 2 + v 3 + v 4 ,..., v x + v 2 + — I- v n _ x + v n , v n + v x sont- 

ils lineairement independants? 

Allez a : Correction exercice 10 

Exercice 11. 

Soient a — (2,3, — 1), b — (1, —1, —2), c — (3,7,0) et d — (5,0, —7). 

Soient E — Vect(a, b) et F — Vect(c, d ) les sous-espaces vectoriels de R 3 . Montrer que E — F 
Allez a : Correction exercice 1 1 



Exercice 12. 

Peut-on determiner des reels x, y pour que le vecteur v — (—2, x,y, 3) appartienne au sous-espace-vectoriel 
engendre par le systeme ( u x ,u 2 ), oil u x — (1, —1,1,2) et u 2 — (—1,2, 3,1) 

Allez a : Correction exercice 12 

Exercice 13. 

Soient u x — (0,1, —2,1), u 2 — (1,0,2, —1), u 3 — (3,2,2, —1), u 4 — (0,0, 1,0) et it 5 = (0,0,0, 1) des vecteurs 
de R 4 . Les propositions suivantes sont-elles vraies ou fausses? Justifier votre reponse. 

1. Vect(u x ,u 2 ,u 3 ) =Vect(( 1,1, 0,0), (—1,1, —4,2)) 

2. (1,1, 0,0) G Vectiu^u^ n Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ). 

3. dim^ect^!, it 2 ) D Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 )) = 1. 

4. Vect(u x , u 2 ) + Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) = R 4 . 

5. Vect(u 4 , it 5 ) est un sous-espace vectoriel de supplementaire Vect(u x , u 2 , u 3 ) dans R 4 . 

Allez a : Correction exercice 13 



Exercice 14. 

On considere les vecteurs v x — (1,0, 0,1), v 2 — (0,0, 1,0), v 3 — (0,1, 0,0), v 4 — (0,0,0, 1) etv 5 — (0, 1,0,1) 
dans R 4 . 

1. Vect(v x ,v 2 ) et Vect(y 3 ) sont-ils supplementaires dans R 4 ? 

2. Meme question pour Vect(y x , v 3 , v 4 ) et Vect(v 2 , v 5 ). 

3. Meme question pour Vect(v x , v 2 ) et Vect(y 3 , v 4 , u 5 ) 

Allez a : Correction exercice 14 

Exercice 15. 

1. Est-ce que le sous-ensemble E — {(x,y) G R 2 ,y = 2x] de R 2 , muni des lois habituelles de l’espace 
vectoriel R 2 , est un R-espace vectoriel ? 

2. Est-ce que le sous-ensemble F — {(x,y, z) G R 3 ,y 2 = 2x, z = 0} de R 3 , muni des lois habituelles de 
l’espace vectoriel R 3 est un sous-espace vectoriel de R 3 ? 

Allez a : Correction exercice 15 
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Exercice 16. 

Soient it 4 — (1,1,1), u 2 — (2, —2,-1) et u 3 — (1,1, —1) 

Soient E — {(x,y,z) G R 3 ,y + z = 0) et F — Vect(u 1 ,u 2 ) 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 3 . Determiner une base de E. 

2. La famille (u 4 , u 2 , it 3 ) est-elle libre ? Est-ce que it 3 G F ? 

3. Est-ce que u 3 G E ? 

4. Donner une base de E fl F. 

5. Soit u 4 = (—1,7,5), est-ce que u 4 G E ? est-ce que it 4 G F ? 

Allez a : Correction exercice 16 

Exercice 17. 

Soit E — {(x, y, z) G R 3 , x + y + z = 0} 

Soient a — (1, —2,3) et b — (2,1, —1) deux vecteurs. On pose F — Vect(a, b ) 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

2. Determiner E fl F. 

3. A-t-on E © F ? 

Allez a : Correction exercice 17 

Exercice 18. 

Soient E - {(x, y, z) G R 3 |x + y — 2z = 0 et 2x — y — z = 0} et F — {(x, y, z) G R 3 |x + y — z = 0} 
deux sous-ensembles de R 3 . 

On admettra que F est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

Soient a — (1,1,1), b — (1,0,1) et c — (0,1,1) 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

2. Determiner une famille generatrice de E et montrer que cette famille est une base. 

3. Montrer que {b, c] est une base de F. 

4. Montrer que (a, b, c} est une famille libre de R 3 . 

5. A-t-on E © F — R 3 . 

6. Soit u — (x, y, z), exprimer u dans la base (a, b, c}. 

Allez a : 

Exercice 

Soient E — Vect(a, b, c, d ) un sous-espace vectoriel de R 3 

a = (2, -1,-1); b = (-1,2,3); c = (1,4,7); d = (1,1,2) 

1. Est-ce que (a, b, c, d ) est une base de R 3 ? 

2. Montrer que (a, b ) est une base de E . 

3. Determiner une ou plusieurs equations caracterisant E . 

4. Completer une base de E en une base de R 3 . 

Allez a : Correction exercice 19 

Exercice 20. 

Soient E — {(x, y, z, t) G R 4 , x + y + z — t — Oetx — 2y + 2z + t — Oetx — y + z — 0} 

On admettra que E est un espace vectoriel. 

Et F — {(x, y, z, t ) G R 4 , 2x + 6y + 7z — t — 0} 

Soient a — (2,1, —1,2), b — (1,1, —1,1), c = (— 1, —2,3,7) et d — (4,4, —5, —3) quatre vecteurs de R 4 . 
Premiere partie 

1. Determiner une base de E et en deduire la dimension de E. 

2. Completer cette base en une base de R 4 . 

Deuxieme partie 



Correction exercice 1 8 
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3. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de R 4 . 

4. Determiner une base de F. 

5. A-t-on E © F = R 4 ? 

Troisieme partie 

6. Montrer que F — Vect(b, c, d). 

7. Soit u — (x, y, z, t) G F, exprimer u comme une combinaison lineaire de b, c et d. 

Allez a : Correction exercice 20 

Exercice 21. 

Soit E — {(x 1 ,x 2 ,x 3 ) G R 3 , x 4 + 2 x 2 — 3x 3 = 0} 

Soit a — (1,2, —3), et F — Vect(a) 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 3 , et determiner une base de cet espace-vectoriel. 

2. A-t-on E © F — R 3 ? 

On justifiera la reponse. 

Allez a : Correction exercice 21 



Exercice 22. 

Soit E — {(x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) G R 4 , x 4 + x 3 = 0 et x 2 + x 4 = 0} 
Soient u 4 = (1,1, 1,1), it 2 = (1, — 1,1, — 1) et it 3 = (1,0, 1,0) 
SoitF = Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ) 

On admettra que E est un espace vectoriel. 

1. Donner une base de E et en deduire sa dimension. 

2. Determiner une base de F. 

3. Donner une (ou plusieurs) equation(s) qui caracterise(nt) F. 

4. Donner une famille generatrice de E + F. 

5. Montrer que : E © F — R 4 . 

Allez a : Correction exercice 22 



Exercice 23. 

Soient a — (1,1, 1,1) et b — (1, —1,1, —1) deux vecteurs de R 4 . Soit E — Vect(a,b ). 
Soient 



F\ — {(m> * 2 < x 3 < x 4 ) e R 4 ,M + x 2 + x 3 + x 4 = 0 et 2x 4 + x 2 = 0} 
F 2 — {(x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) G R 4 , x 2 + x 4 = 0 et x 4 + x 3 = 0} 

On admettra que E, F t et F 2 sont trois sous-espaces vectoriels de R 4 . 

1. Determiner une base (c, d) de F 4 . 

2. Determiner une base (e, /) de F 2 

3. A-t-on F 1 © F 2 = R 4 ? 

4. Montrer que (a, b, c, d) est une base de R 4 . 

5. A-t-on F © F ± = R 4 ? 



Allez a : Correction exercice 23 



Exercice 24. 

Soient it 4 = (2,1,1), u 2 — (1,2, —1), u 3 — (1,1,0) et u 4 = (1, —1, —2) quatre vecteurs de R 3 . 
Determiner une sous famille de (u 1( u 2 , u 3 , u 4 ) libre qui engendre F = Vect(u 1 , u 2 , u 3 , u 4 ), en deduire 
la dimension de F. 

Allez a : Correction exercice 24 



exosup.com 



4 



page facebook 




Espaces Vectoriels 



Pascal laine 



Exercice 25. 

Soit E — {( x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) G R 4 |x x — x 2 — 0 et x 3 — x 4 — 0} 
On admettra que E est un sous-espace vectoriel de R 4 . 

1. Determiner une base de E. 

2. Completer cette base de E en une base de R 4 . 



Allez a : Correction exercice 25 



Exercice 26. 



Soient P 0 = ^ (X — 1)(X — 2), P t — —X(X — 2) et P 2 = ~X(X — 1) trois polynomes de R 2 [A]. 

1. Montrer que (P 0 , P 1( P 2 ) est une base de R 2 [X] ■ 

2. Soit P = aX 2 + bX + c G R 2 [A], exprimer P dans la base (P 0 , P 1( P 2 ). 

3. Soit Q = aP 0 + f3P\ + 7 P 2 £ R 2 PH » exprimer Q dans la base (1, X, X 2 ). 

4. Pour tout A, B et C reels montrer qu’il existe un unique polynome de R G R 2 [A], tel que : 

P(0) = A, R(l) = B et P( 2) = C. 

Allez a : Correction exercice 26 



Exercice 27. 



Soit E = {P G R 2 [X],P(1) = 0} 

1 . Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 2 [X] . 

2. Donner une base de E et en deduire sa dimension. 
Allez a : Correction exercice 27 



Exercice 28. 

Soit E — {PE R 3 [A],P(-1) = 0 et P(l) = 0} 

1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de 

2. Determiner une base et la dimension de E . 






Allez a : Correction exercice 28 



Exercice 29. 

Dans T(R, R), les trois fonctions x ■-» sin(x), x ■-» sin(2x) et x ^ sin(3x), sont-elles lineairement 
independantes? 

Allez a : Correction exercice 29 
Exercice 30. 

Soient /(x) = cos(x), g(x) — cos(x) cos(2x) et /i(x) = sin(x) sin(2x). Determiner Vect(f,g,h). 
Allez a : Correction exercice 30 

Exercice 31. 

Soit E 1’ ensemble des fonctions vcrifiant 1’ equation differentielle 

y" + xy' — x 2 y — 0 

Montrer que E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions. 

Allez a : Correction exercice 3 1 

Exercice 32. (Hors programme) 

1. Montrer que les systemes : S-l = (1, V2) et S 2 — (1, y[2, V3) sont libre dans R considere comme Q- 
espace vectoriel. 

2. Soient, dans R 2 , les vecteurs u 4 — (3 + y/5 , 2 + 3a/ 5) et u 2 — (4,7V5 — 9). Montrer que le systeme 
(it 1; it 2 ) est Q-libre et R-lie. 

3. Soient les vecteurs v x — (1 — i, i) et v 2 — (2, —1 + i ) dans C 2 . 
a. Montrer que le systeme (rq, v 2 ) est R-libre et C-lie. 
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b. Verifier que le systeme S — {(1,0), (i, 0), (0,1), (0, i)} est une base de l’espace vectoriel C 2 sur R et 
donner les composantes des vecteurs v x et v 2 par rapport a cette base. 

Allez a : Correction exercice 32 



CORRECTIONS 



Correction exercice 1 . 

On peut eventuellement s’apercevoir que v 2 — v 3 — 2v x done la famille est liee. 

Sinon 

L x (a + 4/? + 2y — 0 

av x + (3v 2 + = 0 M 3 a(l,l,0) + /? (4,1,4) + y(2, -1,4) = (0,0,0) L 2 j a + (3 - y = 0 

L 3 [ 4/? + 4y — 0 

a = 2 y 



(a + 4(3 + 2y — 0 


(a + 4(3 + 2y — 0 


-3(3 - 3y = 0 => ■ 


P = -Y => 


( 4(3 + 4y — 0 


( (3 — —y 1 



(a — 2y 

l P = -Y 



II n’y a pas que (0,0,0) comme solution done la famille est liee, en prenant y — 1, on trouve que a — 2 
et que /? = — 1, par consequent 2v x — v 2 + v 3 — 0 R 3, ce qui est la meme relation que l’on avait 
« devine » ci-dessus. 



Allez a : Exercice 1 



Correction exercice 2. 

1. 

( a + 3y — 0 

av x + (3v 2 + yv 3 — 0 M 3 a:(l,0,l) + ^(0,2,2) + y(3,7,l) = (0,0,0) => | 2/? + 7y — 0 

[a + 2/3 + y — 0 

a = -3 y fa- -3 y _ 

7 ( 7 [ a ~ ° 

p = --y * 

3y — 7 ft + y = 0 \ -9y = 0 y 

Done la famille est libre 

2. La, il est clair que v x + v 2 — v 3 done la famille est liee 

3. On peut raisonnablement s’apercevoir que : 

v i + v 2 - (3, 3, 3, 3, 3) = 3(1, 1,1, 1,1) = 3(v 3 + v 4 ) 

Done la famille est liee. 

Sinon on se lance dans un gros calcul 

av x + (3v 2 + yv 3 + Sv 4 + ev 5 = 0 R s 

fa + 2(3 + y — 0 
2 a + (3 + 8 — 0 
a + 2(3 + y — 0 
2a + /? + y — 0 
<a + 2(3 + 5 — 0 



a(l,2,l,2,l) + /? (2, 1,2, 1,2) + y (1,0, 1,1,0) + 5(0, 1,0, 0,1) = (0,0, 0,0,0) 



L x ('a + 2(3 + + — 0 L x y a + 2(3 + y — 0 

L 2 \2a+P + 8 — 0 L 2 — 2L X I —3(3 + 8 — 2y — 0 

L 3 | 2a + /? + + — 0 L 3 L 2 | y — 5 — 0 

L 4 vcr + 2(3 + 5 — 0 L 4 L x v, — y + 5 — 0 



a + 2(3 + y — 0 ra + 2(3 + 8 = 0 
\-3(3 + 5 - 2y = 0 ^ -3(3 -5 = 0 

y — 8 I y — 8 



'a + 2(3 + 5 — 0 
1 

P = -3 S 

y — 8 



a+2 (-i a ) 



+ 5 = 0 



e = -3 S 



r 1 
a = --S 



P = - 3 s 

. y — 8 



y — 8 

II n’y a pas que (0,0, 0,0) comme solution done la famille est liee. En prenant 5 = 3, on trouve la 
relation : 

-v x -v 2 + 3v 3 + 3v 4 = 0 R 5 
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4. 

av 1 + (3v 2 + Y v 3 = Or 6 => a(2,4,3, — 1, -2,1) + /?(1, 1,2, 1,3,1) + y( 0, -1,0, 3, 6, 2) = (0,0, 0,0, 0,0) 
z 2a + (3 = 0 
4a + /? — y = 0 
3a + 2(3 = 0 
—a + /? + 3y = 0 
—2a + 3(3 + 6y = 0 
V a + /? + 2y = 0 

On peut s’amuser a faire methodiquement la methode de Gauss, mais avec la premiere et la seconde 
ligne, on s’aper?oit que a — (3 — 0, puis on remplace dans n’importe quelle ligne pour trouver que 
y = 0. 

La famille est libre. 

5. C’est trop fatigant, 2v 1 + 3v 2 — v 3 , la famille est liee. 

Allez a : Exercice 2 



Correction exercice 3. 

1. Oui evidemment, sinon 

( a = 0 fa — 0 
ae ± + 2(3e 2 + ye 3 = 0 R n => J2/? = 0 => \/3 = 0 

(. y = 0 ly = 0 

2. Une sous famille d’une famille libre est libre. 

3. 

2 x e x — 1 x (2e 1 + e 4 ) + 1 x e 4 = 0 M n 

II existe une combinaison lineaire non identiquement nulle de ces trois vecteurs, la famille est liee. 

4. 

3a = 0 
y = 0 

la + /? + y = 0 

fa — 0 

=>\P = 0 

ly = 0 

La famille est libre. 

5. II y a trois vecteurs 2e 1 + e 2 , e 1 — 3e 2 , e 2 — e ± dans le plan Eect(e 1 , e 2 ) done ces trois vecteurs 
forment une famille liee, en rajoutant e 4 cela ne change rien, la famille est liee. 

Allez a : Exercice 3 



a(3ei + e 3 ) + pe 3 + y(e 2 + e 3 ) = 0 R « => 3ae! + ye 2 + (a + /? + y)e 3 = 0 n 



Correction exercice 4. 

Le probleme est de determiner x et y tels qu’il existe a ct /? verifiant (x, l,y, 1) = au 1 + (3u 2 

a + (3 — x 



f x — a + (3 


Li | 


f a + (3 - x | 


( a + (3 — x / 


)1 = 2a -2(3 




| 2a - 2(3 = 1 L 2 - 2LA 


\-4f3 = l-2x L 2 1 


) y — 3a + 3/3 


^3 1 


\3a + 3/3 = y L 3 - 3L X j 


| 0 = y - 3x L 3 ) 


VI = 4a - 4/3 


V 


U a - 4/3 = 1 L 4 - 4L J 


V-8 p = 1 - 4x L 4 - 2L ± \ 




La derniere ligne entraine qu’il n’y a pas de solution. 

Le probleme est de determiner x et y tels qu’il existe a et f3 verifiant (x, 1,1, y) = au ± + (3 u 2 
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f x — a + (3 




( a + (3 = x L t / 


)1 = 2a -2(3 




1 2a - 2(3 = 1 L 2 - 2L t ] 


1 = 3a + 3(3 


^ 3 1 


| 3a + 3(3 = 1 L 3 - 3L ± ] 


\y — 4a — 4(3 




{4a — 4(3 — y L 4 — 4L 4 1 



a + (3 — x 
■4(3 = 1 — 2x 
0 = 1 - 3x 
—8/? = y — 4x 



Li 

^2 

L 3 

L 4 — 2L 4 



a 4- (3 — x 
-4(3 = 1 - 2x 

1 <=> < 
X ~ 3 

0 = y — 4x — 2(1 — 2x) 



a a + (3 — x 
-4 (3 = 1 - 2x 

1 <=> 
X ~ 3 



f 1 

a +/? = 3 



<=> < 



r 5 

° ~ 12 
1 

^ - _ 12 
1 

X ~ 3 

y — 2 



/i \ 5 1 

(3 ' 1,1,2 ) ~ 12 Ul _ 12 U2 



y — 2 



P = 



12 



x ~ 3 

( y = 2 



Allez a : Exercice 4 



Correction exercice 5. 

Premiere methode 

0+0+0+0= 0 done 0^4 G E 

Soitx = (x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) E Eety = (yi,y 2 ,y 3> y 4 ) £ £\ on a x 4 + x 2 + x 3 + x 4 = 0ety 4 + y 2 + y 3 + 
y 4 - 0 

ax 4- (3y — (ax 4 + (3y 1 , ax 2 + (3y 2> ax 3 + f3y 3 , ax 4 + /?y 4 ) 

Et pour tout a et (3 reels 

axi + (Jy 1 + ax 2 + (3y 2 + ax 3 + (3y 3 + ax 4 + (3y 4 = a(x ± + x 2 + x 3 + x 4 ) + (3(y 1 + y 2 + y 3 + y 4 ) 
=ax0+^x0=0 

Ce qui signifie que ax + f3y E E, E est done un sous-espace vectoriel de E 4 . 

Deuxieme methode 

Un vecteur de E s’ecritx = (— x 2 — x 3 — x 4 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) = x 2 (— 1, 1,0,0) + x 3 (— 1,0, 1,0) + 
x 4 (— 1,0,0,1) 

Done E — Eect((— 1, 1,0,0), (—1,0, 1,0), (—1,0, 0,1)), E est un sous-espace vectoriel de E 4 . 

Pour trouver une base, il reste a montrer que ((—1,1, 0,0), (—1,0, 1,0), (—1,0, 0,1)) est libre (Puisque 
cette famille est deja generatrice). 

-a — (3 — y — 0 

a(-l, 1,0,0) + /?(-!, 0, 1,0) + y(-l, 0,0,1) = (0,0, 0,0) ' “ = ° 



Cette famille est bien libre, e’est une base de E. 
Allez a : Exercice 5 



P = 0 

Y — 0 



Correction exercice 6. 

Deja, une famille de 5 vecteurs dans un espace de dimension 4 est liee, mais cela ne donne pas la (ou 
les) relation(s) reliant ces vecteurs. 

cr(l,l,l,l) +/?(1, 2,3,4) +y(3, 1,4, 2) +5(10,4,13,7) +6(1,7,8,14) = (0,0, 0,0) 

L 4 f a + f3 + 3y + 105 + 6 = 0 L 4 fa 4- (3 4- 3 y + 105 + 6 = 0 

L 2 I a + 2(3 4-y + 45 + 76 = 0 L 2 - L x 1 f3 - 2y - 65 + 6e = 0 
~L 3 ]a + 3/? + 4y+ 135 + 86 = 0 ~L 3 -M 2(3 + y + 35 + 76 = 0 
L 4 vet + 4(3 + 2y + 75 + 146 = 0 L 4 L 4 v 3 (3 — y — 35 + 136 = 0 
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a + (3 + 3y + 105 + e — 0 
<=> { /? — 2y — 65 + 6e — 0 
y + 35 — e — 0 




'a + (3 + 3y + 105 + e — 0 
/? — 2y — 65 + 6e — 0 
Sy + 155 — Se = 0 
5y + 155 — 5e = 0 
fa + /? + 3y + 105 + e — 0 
I /? — 2y — 65 + 6e — 0 
( y — —35 + e 

a — — /? — 3(— 35 + e) — 105 — e fa — \e — 3(— 35 + e) — 105 — £ 
p = 2(-35 + e) + 65-6e ^ p = -4e 

y — —35 + £ 1 y — —35 + £ 

Si on prends 5 = 1 et £ — 0, alors a — —1, /? = 0 et y — —3, ce qui donne 

-v t - 3 v 3 + v 4 = 0 M 4 

Si on prends 5 = 0 et £ — 1, alors a — 0, ft = —4 et y = 1, ce qui donne 

-4v 2 + v 3 + v 5 = 0 M 4 

Autre fa§on de voir les choses : 

a(l, 1,1,1) + ^(1, 2,3,4) + y(3,l,4,2) + 5(10,4,13,7) + e(l,7,8,14) = (0,0, 0,0) 

av 1 + /3v 2 + yv 3 + Sv 4 + ev 5 — 0 M 4 av 4 + fiv 2 + yv 3 + Sv 4 + ev 5 — 0 M 4 
—8v 1 — 4 ev 2 + (—35 + e)v 3 + 8v 4 + ev 5 — 0 M 4 
8(-v 1 - 3 v 3 + v 4 ) + e(-4v 2 +v 3 + v 5 )v 2 = 0 M 4 
Cette derniere relation etant vraie pour tout 5 et pour tout £, on retrouve les deux relations. 

Ce ne sont pas les seules relations entre ces vecteurs, si on fait la somme ou la difference, on trouve 

d’autres relations 

v 4 — v 4 + 3 v 3 et v 5 — 4 v 2 — v 3 

Vect(v 1 , v 2 , v 3 , v 4 , v 5 ) — Vect(v lt v 2 , v 3 , v 4 + 3v 3 , 4v 2 — v 3 ) = Vect(y 4 , v 2 , v 3 ) 

II reste a montrer que (y 1 , v 2 , u 3 )cst libre, ce qui est quasi evident puisqu’il suffit de refaire le calcul ci- 

f a — —8 fa — 0 

dessus avec 5 = £ — 0 et alors j ft — —4 £ => \/3 — 0, cela montre que (v lt v 2 , v 3 ) est libre. 

(7 = —35 + £ (y = 0 

Allez a : Exercice 6 



L 1 1 


( a + p + 37 = b 4 L t | 


r a + p + 3y - b 4 L 4 / 


L 2 \ 


| a + 2P + 7 = b 2 L 2 -lA 


)P-2y = b 2 -b 1 L 2 1 


l 3 ] 


| a + 3/? + 47 = b 3 L 3 — L 4 I 


12 P + y = b 3 -b 1 L 3 -2L 2 \ 


l 4 \ 


Lee + 4 P + 27 — b 4 L 4 L 4 


(3 p — y — b 4 — b 4 L 4 — 3L 2 \ 



Correction exercice 7. 

b G Vect(v 1 ,v 2 ,v 3 ,v 4 ,v 5 ) — Vect(v 1 ,v 2 ,v 3 ) 

D’apres 1’ exercice precedent. 

b G Vect(y v v 2 , v 3 ) <=^il existe a, /3 et 7 tels que b — av 4 + /?v 2 + yv 3 

a + (3 + 3 y = b 4 
P - 2 y = b 2 - b x 
57 = b 3 - b x - 2 (b 2 - b 4 ) 
5 y = b 4 -b 1 - 3 {b 2 - b 4 ) 

a + p + 3y — b t 
p-2y = b 2 -b 1 
5 y = b 3 -b 1 - 2 (b 2 - b-P) 

^3 lo = b 4 -b 1 - 2 (b 2 - b-P) - [b 3 -b x - 2 (b 2 - b x )) 

0 = b 4 -b 1 - 3 (b 2 - bP) - {b 3 -b x - 2 (b 2 - bP)) <=> b t - b 2 - b 3 + b 4 = 0 
b G Vectpv-t, v 2 , v 3 , v 4 , v 5 ) b 4 — b 2 — b 3 + b 4 — 0 
On peut constater que les composantes de v 4 , v 2 et v 3 verifient b 4 — b 2 — b 3 + b 4 — 0 
Allez a : Exercice 7 



Li 

L2 

L 3 



Correction exercice 8 . 

1. Attention, ici x, y, z et t sont des vecteurs. Oui evidemment, sinon 

a — 0 fa — 0 



ax + 2 Py + yz — 0 E 

2 . Une sous famille d’une famille libre est libre. 



\2p = 0=>\p = 0 
y — 0 (.7 = 0 
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3. 



2 x x — 1 x (2x + t) + 1 x t — 0 R « 

II existe une combinaison lineaire non identiquement nulle de ces trois vecteurs, la famille est liee. 
4. 



r 3a — 0 (a — 0 

a( 3x + z) + /?z + y(y + z) — 0 R n => 3 ax + yy + (a + /? + y)z = 0 £ => j y — 0 => j/? = 0 

[a + p +y - 0 (y = 0 

La famille est libre. 

5. II y a trois vecteurs 2 x + y,x — 3 y, y — x dans le plan Vect(x, y) done ces trois vecteurs forment une 
famille liee, en rajoutant t cela ne change rien, la famille est liee. 

Allez a : Exercice 8 



fa - p - Sy - x L 4 | 


fa — p — Sy — x L 4 / 


) -2 p - 3y = y l 2 


| -2p-3y = y l 2 I 


)a + 3p + y — z L 3 — L 4 i 


\4p + 6y — —x + z L 3 + 2 L 1 ) 


\a — p + Sy — t L 4 — L ± ' 


l lOy — —x + 1 L 4 \ 



Correction exercice 9. 

Comparer deux ensembles signifie que l’on doit trouver si l’un est inclus dans l’autre (ou 
reciproquement) ou si les ensemble sont egaux. 

On va d’abord caracteriser F a l’aide d’une (ou plusieurs) equation cartesienne, ensuite il sera simple de 
savoir si les vecteurs qui engendrent G sont dans F. 

u — ( x,y,z , t) G F <=> il existe a, ( 3 , y reels tels que u — a(l, 0,1,1) + /?(— 1, —2,3, — 1) + 
y(-5, -3,1,5) 

a — p — 5y — x 
—2 p — 3 y — y 
0 — —x + z + 2y 
lOy — —x + t 

a, p , ysont donnes par les equations L t , l 2 et L 4 done 

F — {(x, y, z, t) G R 4 , — x + 2y + z = 0} 

-(-1) + 2 ( — 1) + 1 = 0^ (-1, -1,1, -1) G F 
—4 + 2xl + 2 = 0=> (4, 1,2,4) G F 

Cela montre que Gcf 

Manifestement dim(G) = 2 car les deux vecteurs qui engendrent G ne sont pas colineaires (done ils 
forment une base de G). 

Si on en savait plus on saurait que dim(F) = 3, mais on n’est pas cense le savoir. 

Il faut montrer que les trois vecteurs qui engendrent F sont libres, ils formeront une base et la dimension 
de F sera 3. 

On reprend calcul de u — a( 1,0, 1,1) + /?(— 1, —2,3, —1) + y(— 5, —3,1,5) avec u — (0,0, 0,0) 

On trouve 



C’estbon, dim(F) = 3. 



a — p — Sy — x 
—2 p — 3 y — y 
0 — —x + z + 2y 
10 y — —x + t 



a — p — Sy — 0 
-2 p - 3y = 0 
0 — — 0 + 0 + 2x0 
10 + = — 0 + 0 



a — 0 

~\P = 0 

y = 0 



( GcF 



(dim(G) < dim(F) ^ ^ 

Autrement dit G est inclus dans F mais G n’est pas egal a F 
Allez a : Exercice 9 



Correction exercice 10. 

1 . 



2 . 



Or - V 2 ) + ( v 2 - v 3 ) + (v 3 - v 4 ) + ••• + (u n _! - v n ) + ( v n - vP) = 0 R n 
Cette famille est liee. 

Si n — 2p + 1 

a 1 (v 1 + v 2 ) + a 2 (v 2 + v 3 ) + a 3 (v 3 + v 4 ) + ••• + a 2p (v 2p + v 2p+1 ) + a 2p+1 {v 2p+1 + v 4 ) = 0 r2p+ i 
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3. 



(<*1 + a 2p+l) v l + ( a l + a 2) v 2 + ( a 2 + <* 3)^3 + 1" (<*2p- 1 + a 2p) v 2p + ( a 2p + a 2p + 1 M P +1 

- a x + a 2p+1 = 0 

a i + a 2 — 0 

a 2 + a 3 ~ 0 

= 0 R 2p+i <=> ^ . => Ct2p + 1 ~ _ <*1 — <*2 ~ _ <*3 ~ = <*2p ~ — <*2p+l 



<*2p — 1 3” <*2 p 0 

< a 2p 3" <*2p+l = 0 

Done a 2p+1 — 0 et on en deduit que pour tout i E {1,2, ... ,2 p}, a t — 0. 

La famille est libre. 

Si n — 2p 

1 x {v 1 + v 2 ) - 1 x 0 2 Ir 3 ) + lx(r 3 +i7 4 ) + 1 x (u 2p -i + v 2p ) -lx ( v 2p + v t ) 

= (1 - l)vi 3 - (1 - 1>2 3 - (-1 + l)v 3 3- (1 - l)v 4 + - (-1 + l)v 2p _i 

+ (1 - l)l7 2 p = 0 M n 



La famille est liee 

Pour s’en convaincre, on pourra regarder plus precisement les cas n — 3 et n — 4. 



ctiv-! 3- a 2 (v 1 + v 2 ) + a 3 (v! +v 2 + v 3 ) + ••• + a n - x {v x + t; 2 + ••• + u n _i) + a n {v 1 + ••• + v n ) 

fa t + a 2 + a 3 + — \- a n — 0 f a t — 0 
cc 2 + a 3 + ••• + cc n — 0 
a 3 + ••• + ct n — 0 



— Oron <=> < 



<=> < 



C* 2 = 0 

<*3 — 0 



(Xji—i 3- a n 0 

<*n — 0 



a n - 1 = 0 

<*n — 0 



La famille est libre. 
Allez a : Exercice 10 



Correction exercice 11. 

c — 2a — b E Vect(a, b) — E 
d — a + 3b E Vect(a,b ) = E 

Done F c E, or a et b ne sont pas proportionnels done (a, b ) est une base de E et dim(F) = 2, de 
meme c et d ne sont pas proportionnels done (c, d ) est une base de F et dim(F) = 2. 

J’ai passe sous silence que (a, b ) est une famille generatrice de E et que (c, d ) est une famille 
generatrice de F. 

( E c F 
jdim(F) = dim(F) ^ 

II y a d’ autre fa?on de faire, par exemple en trouvant pour E et F une equation cartesienne caracterisant 
ces espaces. 

Allez a : Exercice 1 1 



Correction exercice 12. 

On cherche x, y, a et (3 tel que : 



a — (3 = — 2 



Li 



'a — (3 = — 2 



, „ >. L 2 )—a + 2(3 — x L 2 + L\ ) B — x — 2 

(-2,x,y,3) = a(l, - 1 , 1 , 2 ) + /?(- 1,2,3, 1) <=> 2 ; p - ’ 



c 1 

a — 



L 3 I a + 3(3 = y 
L 4 . v 2a + /? — 3 



^3 — L>i J 4(3 — y + 2 
L 4 — 21.! V. 3(1 — 7 



r a — (3 — — 2 
(1 = x-2 

<=> <( 4 /? = y + 2 <=> < 
7 

P = n 



x — 



y - 



3 

13 

T 

22 

T 

7 



La reponse est oui. 
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Allez a : Exercice 12 



Correction exercice 13. 

1 . 

Premiere methode 

D’abord on remarque que (1,1; 0,0) — u 4 + u 2 que (—1,1, —4,2) = u 4 — u 2 et que it 3 = 2% + 3u 2 
Done 

Eect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) = Vect( u x — u 2> u x + u 2 ) = Vectfu 1 — u 2 + u 4 + u 2 , u x + it 2 ) 

= Eect(2it 1 ,u 1 + it 2 ) = Vectiux.Ux + u 2 ) — Vect(u 1 ,u 2 ) 

Et 

Vect{u lt it 2 ,u 3 ) — Vect(u lt u 2 , 2u t 4- 3u 3 ) = Vectfu^ u 2 ) 

On a bien 

Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ) — Eect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) 

Deuxieme methode 

On cherche une (ou plusieurs) equation cartesien caracterisant E — Eect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) 
u — (x,y,z, t) G E <=> il existe a et /? tels que ( x,y,z , t) = a( 1, 1,0,0) + /?(— 1,1, —4,2) 

L 1 fa — /? = x L 1 f a — p — x 

(x, y, z, t) = a(l, 1,0,0) + /?(-l,l, -4,2) <=> <=> ^ /, 3 Ll _ 4) g * + ^ 

L 4 l 2/? = t L 4 l 2/3 — t 

L 1 f a — p — x 

L 2 1 2 f> — —x + y 

^ L 3 + 2 L 2 1 0 = z — 2x + 2y 
L 4 — L 2 V 0 = t + x — y 

Done E — {(x, y, z, t) 6 R 4 , — 2x + 2y + z = 0 et x — y + t — 0} 

-2x0 + 2xl-2=0 et 0 — 1 — l = 0=>m , EE 

— 2 x 142x042 = 0 et 1 — 0 — 1 — 0=> u 2 G E 

— 2 x3 + 2x2 + 2 — 0 et 3 — 2 — 1 — 0=> u 3 G E 

Done Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ) c E, 

(1, 1,0,0) et (—1,1, —4,2) ne sont pas colineaires, ils forment une famille libre et generatrice de E, e’est 
une base et done dim(E) = 2, u x et it 2 ne sont pas colineaires, ils forment une famille libre de 
Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ), done dim(Eect(u 1 ,u 2 ,u 3 )) > 2, mais Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ) c E done 
dim(Eect(it 1 , u 2 ,u 3 )) < dim(E) = 2 

On a par consequent dim(Eect(n 1 , u 2 , u 3 )) — 2 — dim(E) et comme Kect(it 1; u 2 , u 3 ) c E,ona alors 

Vectiu^ u 2 ,u 3 ) — E 

2 . 

(1, 1,0,0) = u x + u 2 G Vectfu^ u 2 ) 
u 2 —il 3 — (2, 2, 0,0) = 2(1, 1,0,0) 

, ^ 1 1 

(1,1, 0,0) = — it 2 — -u 3 G Vect(u 2 ,u 3 ,U/f) 

(1,1, 0,0) G Vect(u 1 ,u 2 ) n Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) 

3. u 2 G Vect{u 1 ,u 2 ) n Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) done dim^ect^, it 2 ) n Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ))ii 
Le tout est de savoir si it! G Pect(u 2 , u 3 , u 4 ) ? 

Or au 2. on a vu que (1, 1,0,0) £ Vect(u 2 , u 3 , u 4 ) 

Si G V ect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) alors (1,1, 0,0) = it 4 + u 2 G Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) ce qui est faux, done 

u 4 £ Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) 

Par consequent 

dim^ect^!,^) n Pect(it 2 ,it 3 ,it 4 )) = 1 

4. 

Premiere methode 

Pect(it 1; it 2 ) 4- Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) — Eect(it 1 ,it 2 ,it 2 ,it 3 ,u 4 ) = Vect^u-^.u^u^U/f) 



En effet dim(Eect(it 1( u 2 , it 4 )) — 3 
Deuxieme methode si on n’a pas vu que it 3 = 2it x + 3u 2 
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5. 



V ect{u 1 ,u 2 ) + Lec£(u 2 ,it 3 ,it 4 ) — Vect(u 1 ,u 2 ,u 2 ,u 3 ,u 4 ) = Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ,u 4 ) 

— VectQu^ it 2 , it 3 ) + Vect(u 4 ) = Lect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) + Pect(it 4 ) 
D’apres la premiere question. 

Done 

Eect(u l7 it 2 ) +Vect(u 2 ,u 3 ,u 4 ) — Lect(( 1, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) + Pect(it 4 ) 

= Lect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2), it 4 ) c R 4 
Pour les memes raisons que dans la premiere methode. 



PectCitx,!^,^) = Lect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) 

=> dim(Pect(it 1 ,ii 2 , lt 3 )) — dim (Lect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2))) = 2 

Comme it 4 et it 5 ne sont pas colineaires, ils forment une base de Vect(u 4 , u 5 ) et dim(Pect(it 4 ,u 5 )) = 
2 



II reste a verifier que 1’ intersection de ces sous-espaces vectoriels est reduite au vecteur nul, ce qui 
revient au meme que de montrer que ((1,1, 0,0), (—1,1, — 4,2),it 4 ,it 5 ) est libre (mais alors comme le 
nombre de vecteurs est 4 on pourrait en deduire cette famille est une base de R 4 ce qui suffit a prouver 
que la somme de ces deux sous-espaces vectoriels est directe et qu’elle vaut R 4 ). 

a( 1,1, 0,0) + /?(— 1,1, —4,2) + yit 4 + Su 5 — 0 M 4 <^> 

C’est quasiment evident. 

La famille est libre, elle a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, c’est une base de R 4 , 
done 



a- p = 0 fa = 0 

a + j3 — 0 1)5 = 0 

—4/? + 7 = 0 < ^ > |y = 0 

2/? + 8 = 0 U = 0 



Autre methode 



Pect(it 1 ,it 2 , it 3 ) © Pect(it 4 , it 5 ) = R 4 



P’ect(u 1 ,u 2 ,u 3 ) = Pect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2)) 

=> dim(Pect(it 1 ,it 2 ,it 3 )) = dim ^Pect((l, 1,0,0), (—1,1, —4,2))^ = 2 

Comme it 4 et it 5 ne sont pas colineaires, ils forment une base de Vect(u 4 , it 5 ) et dim(Pect(it 4 ,it 5 )) = 
2 



(£a, c’est pared) 

A la question 1°) on a montre que 

Pect(u 4 , u 2 , u 3 ) — E — {(x, y, z, t) G R 4 , — 2x + 2y + z = 0 et x — y + t — 0} 

II n’y a qu’a montrer que les composantes de it 4 et de it 5 ne verifient pas ces equations (c’est evident) 
pour en deduire que it 4 g E et que u 5 g E et que par consequent E n Pect(it 4 , it 5 ) = {0 M 4} 

La somme des dimensions valant 4 (voir ci-dessus) la somme est directe et vaut R 4 

Vectiu^Ufr u 3 ) ® Pect(it 4 , it 5 ) = R 4 

Allez a : Exercice 13 



Correction exercice 14. 

1 . 

dim(Lect(u 1 , v 2 )) < 2 et dim (Pect(r , 3 )) = 1 done la somme des dimensions n’est pas 4, ces espaces sont 
peut-etre en somme directe mais cette somme n’est pas R 4 , ils ne sont done pas supplementaires dans R 4 . 
Remarque : en fait dim {Vectiy-^, u 2 )) = 2 car v 4 et v 2 ne sont pas colineaires. 

2 . 

D’abord on va regarder si la famille (v 4 , v 3 , v 4 ) est libre, si c’est le cas la reponse sera non car la 
dimension de cet espace sera 3 et celle de Vect(v 2 , v 5 ) est manifestement 2, done la somme des 
dimensions sera 5. 
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a — 0 



3. 



av 1 + (3v 2 + yv 4 = 0 M 4 => a( 1,0, 0,1), +[3(0,0, 1,0) + y(0, 0,0,1) = (0,0, 0,0) 
(a = 0 



0 = 0 
/? = 0 
+ y — 0 



=>0 = 0 
(7 = 0 

(v 4 , ^3, v 4 ) est une famille libre qui engendre Vect(v l , v 3 , v 4 ), c’est done une base de cet espace done 
dim (Vect(v 1 ,v 3 , v 4 )) = 3, comme v 2 et v 5 ne sont pas proportionnels, (v 2 , v s ) est une famille libre 
qui engendre Vect(y 2 , v 5 ), c’est done une base de cet espace et dim(Pect(v 2 , v 5 )) = 2. 

dim(Vect(v 1 ,v 3 ,v 4 )) + d\m(Vect(v 2 ,v 5 )) = 5 =£ dim(R 4 ) 

Done ces espace ne sont pas supplementaires dans R 4 . 

v 4 et v 2 ne sont pas colineaires done (v v v 2 ) est une famille libre qui engendre Vect(v 4 , v 2 ), c’est une 
base de cet espace et din^VectCrq, v 2 )) = 2. 

Manifestement v 5 = v 3 + v 4 , Vect(v 3 ,v 4 ,v 5 ) — Vect(v 3 ,v 4 ,v 3 + v 4 ) = Vect(v 3 , v 4 ), v 3 et v 4 ne sont 
pas colineaires done (v 3 , v 4 ) est une famille libre qui engendre Vect(v 3 , v 4 , v 5 ) — Vect(v 3 , v 4 ) c’est 
done une base de cet ensemble et dim (Vect(v 3 , v 4 , v s )) = 2- 

dim(Pect(u 1 ,r’ 2 )) + dim (yect(v 3 ,v 4 ,v 5 )) — 4 — dim(R 4 ) 

II reste a montrer que 1’ intersection de ces espaces est reduite au vecteur nul. 

Ce coup-ci je vais detailler un peu plus. Soit u G Vect(v 4 , v 2 ) fl Vect(y 3 , v 4 ), il existe a, (3, y et 8 reels 
tels que : 



u — av 4 + (3v 2 etu — yv 3 + Sv 4 

Ce qui entraine que 

av 1 + (lv 2 — yv 3 + Sv 4 <=> av 4 + /3v 2 — yv 3 — Sv 4 — 0 M 4 

Cela montre que 

u — 0 E 4 (a, (3, y, 8 ) = (0,0, 0,0) <=> (rq, v 2 , v 3 , v 4 ) est libre. Resultat que l’on utilise sans avoir a le 



montrer. 

Mais ici, si on montre que la famille est libre, comme elle a 4 vecteurs, cela montrera que c’est une base 
de R 4 et que 

Vect(v 1 ,v 2 ) © Vect(v 3 ,v 4 ) — R 4 
Mais dans cet exercice il fallait quand montrer que 

Vect(v 3 ,v 4 , v 5 ) = Vect(v 3 ,v 4 ,v 3 + v 4 ) = Vect(v 3 ,v 4 ) 



On y a va : 

ocv r + (3v 2 - yv 3 - Sv 4 = 0 R 4 
( a — 0 



<=> a(l, 0,0,1), +/?( 0,0, 1,0) - y(0, 1,0,0) - <5(0, 0,0,1) = (0,0, 0,0) 
( a — 0 




(3 = 0 

7 = 0 
\8 = 0 



Done u — av 1 + (3v 2 — 0 E 4 et Vect(v 1 , v 2 ) n Vect(v 3 , v 4 ) = {0 E 4} 

Comme la somme des dimensions est 4 on a : 

Vect(v 1 , v 2 ) © Vect(v 3 ,v 4 ,v 5 ) — Vect(v v v 2 ) © Vect(v 3 ,v 4 ) = R 4 

Allez a : Exercice 14 



Correction exercice 15. 

1. 0 = 2x0 done 0 M 2 G E. 

Soientu = (x,y) G E,y — 2x et it' = (x',y') G E,y' — 2x' 

Pour tout A et A' deux reels 

Au + A'u' — (Ax + A'x', Ay + A'y') = (X, 7) 

Y = Ay + A'y' = Alx + A'2x' = 2 (Ax + A'x') = 2X 
Done Au + A' it' G E. Ce qui montre que E est un sous-espace de R 2 . 

2. Soit it = (2,2,0) G F car y 2 = 2 2 = 2 x 2 = 2x et z = 0 

2it = (4,4,0) y 2 = 4 2 = 16 A 2 x 4 = 8 done 2it g F done F n’est pas un sous-espace vectoriel. 
Allez a : Exercice 15 
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Correction exercice 16. 



1. 0 + 0 — 0 => 0j^3 G E 

Soit u = (x, y, z) G E, y + z = 0 et soit it' G E, y ' + z' — 0, pour tout A,X Gl 

Au + A'u' — (Ax + Xx' , Ay + Xy ', Az + X z') 



Comme 



(Ay + Xy') + (Az + Xz') — A(y + z) + X(y' + z') = A x 0 = X x 0 = 0 

Au + A' it' G E 



E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

Soit it = (x, y, z) G E, y + z = 0 <=> z = — y, done 

u E E <=> u = (x,y, — y) — x(l,0,0) + y(0,l, —1) 

E — vect(e 1 , e 2 — e 3 ) 

e 1 et e 2 — e 3 ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre et generatrice de E, e’est une base 
de E . 

(a + 2(3 + y — 0 

ait! + /?u 2 + yu 3 — 0 R 3 <=> a(l,l»l) + (3(2, —2, —1) + y(l,l, —1) = (0,0,0) la — 2/3 + y — 0 



La famille (u lt u 2 ,u 3 ) est libre. 

Premiere methode 

Si it 3 G F alors ils existent a et /? reels tels que it 3 = au x + fiu 2 , ce qui signifie que (it 1 ,it 2 ,it 3 ) est 
liee, ce qui est faux, done it 3 g F 
Deuxieme methode 



a — /3 — y — 0 




it 3 G F <=$ 3a, (3 G R, u 3 = au t + (3u 2 «3a,jSGR, (1,1, — 1) = a(l,l,l) + 

(A — a-\-2(3 L 1 tl = a + 2(3 

<=> 3a , (3 G R, 1 1 = a — 2(3 <=> 3a,/? G R, L 2 — L x | 0 = —4(3 
1-1 = a-/? L 3 -L x (-2 = -3(3 



-1) = a(l, 1,1) + (3(2, -2,-1) 
L t tl = a + 2(3 



Les deux dernieres lignes montrent que ce n’est pas possible, par consequent it 3 g F 

3. it 3 = (1,1, -1), 1 + (-1) = 0 <=> u 3 G E. 

4. 





3 




x — a + 2(3, y — a — 2(3, z — a — (3 




Done si on pose a — (7, —1,1) 
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5. it 4 = (—1,7,5), 7 + 5 A 0 done it 4 £ E 
it 4 G F <=> (u 1 ,u 2 ,u 4 ) est liee 

t <2 + 2/? — y = 0 

au 4 + /?it 2 + yu 4 — 0 M 3 <=> a(l,l,l) + (3(2, —2, — 1) + y(— 1,7,5) = (0,0,0) <=> la — 2/? + 7y = 0 

la — (34- Sy — 0 



L 4 t<2 + 2/?+y = 0 ra + 2/? + y = 0 

<=> L 2 — L 4 ] —4/? + 8y = 0 <=> ] [3 — 2y — 0 <=> 

/? - 2y = 0 



L 3 - Lj ( -3/? - 6y = 0 
La famille est liee par la relation 

3 it 4 “I - 2it 2 + it 4 — 0 jj^ 3 v — / it 4 — 3it 4 2it 2 

Ce qui montre bien que u 4 G F 
Allez a : Exercice 16 



a + 4y — y — 0 (a — —3 y 
^1(3 = 2 y 



(3 = 2 y 



Correction exercice 17. 

1. Premiere methode 



2 . 



0 + 0 + 0 — 0 => 0j^3 G E 

Soient u — (x, y, z) EE et it' = (x', y ', z') G E, on a x + y + z = 0 et x' + y ' + z' = 0. Pour tout A et 
A' reels, An + A'lt' = (Ax + A'x', Ay + A'y ', Az + A'z'), ce qui entraine que 

(Ax + A'x') + (Ay + A'y') + (Az + A'z') = A(x + y + z) + A'(x' + y' + z') = 0 
D’ou, Ait + A'lt' G E, ce qui acheve de montrer que E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

Deuxieme methode 

Comme z = — x — y, it = (x, y, z) G F <=> u = (x, y, — x — y) = x(l, —1,0) + y(0,l, —1) ce qui 



montre que 

E = Vect(( 1, -1,0), (0,1, -1)) 



Et que par consequent E est un espace vectoriel. 

Premiere methode. 

Soit it = (x, y, z) G E fl F, d’une part x + y + z = 0 car it G F et il existe a et /?, reels tels que 
n = aa + (3b car it G F. Cette demiere egalite s’ecrit aussi 

( x = a + 2(3 

(x, y, z) = a(l, —2,3) + /?(2,1,-1) <^> jy = -2a + /? 

I z — 3a — (3 



Par consequent 





( x = a + 2(3 | 


( x — a 4-2(3 / 


j 

it G F n F <=> j 


| y = —2a + (3 J 


1 y — — 2<* + (3 I 


| z — 3(2 — (3 ] 


| z — 3a — (3 ) 


1 


^x + y + z — 0 ■ 


^(a + 2(3) + (-2a + (3) + (3a - (3) = 0 1 



' x = <2 + 2/? / x = —a 

y = —2a + [3 ly = -3a 
z — 3a — (3 ^ ) z — 4a 



V p = -a \P = ~a 
Cela montre qu’il existe a G R tel que it = a(— 1, —3,4) 
Autrement dit si on pose c = (— 1, —3,4), E C\ F — Vect(c) 



x — a + 2(3 
y — —2a + /? 
z — 3a — (3 
2a + 2/? = 0 



Deuxieme methode 

On cherche une ou plusieurs equations caracterisant F 
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u — ( x,y,z ) £F«3a£l,3jS£ E,u = aa + |S6o3ci:£l J 3/?£ E, ( x,y,z ) 

f a + 2(3 — x 

= a( l,-2,3) + (3(2,1, -1) <=>3a£E, 3/?£ E, j-2a + /? = y«3a£E,3|S 

( 3 a — (3 — z 



( a + 2(3 — x 

G E, L 2 + 2L ! I 5/? = y + 2x o3a£ E, 3(3 
L 3 - 3Li (_ 7iS _ z _ 7x 

( a + 2(3 — x 

£1, < S(3 — y + 2x «3a£l,3jS 

5L 3 + 7L 2 (q = 5 ( z _ 3x ) + 7 (y + 2x) 

r a + 2)5 = x 
£ E, 5/? = y + 2x 

4L 3 + 5 L 2 (_ x + 7y + 5 Z = o 

Done F — {(x, y, z ) G E 3 , — x + ly + 5z = 0} 



Ensuite on cherche 1’ intersection 



, . „ „ t x+y+z=0 (x + y + z = 0 

u-(x,y,z)G£flF» {_ * + 7y + 5z = 0 ^ ^ 1 8y + 6z = 0 



<=> 




<=> 




x + y + z — 0 



Par consequent it — ( — ^z, — ~z,z^j = ^(— 1, — 3,4) 

On trouve le meme resultat. 

Troisieme methode 

On cherche une equation du plan F (parce que l’on se doute bien que e’est un plan). Un vecteur 
orthogonal a ce plan est a A b dont les coordonnees sont 





Et 1’ ensemble des vecteurs it = (x,y, z) orthogonaux a ce vecteur verifient 

— x + ly + 5z = 0 

Puis on finit comme dans la deuxieme methode. 

3. E fl F ^ {0 M 3 }, on n’a pas E © F — E 3 . 

Ou alors dim(E) + dim(F) =2+2=4A3= dim(E 3 ), si on a montre que E et F etaient des plans. 
Allez a : Exercice 17 



Correction exercice 18. 



( u = (x,y,z) L 1 ( it = (x,y, z) tit = (x,y,z) 

u = (x, y, z) G E <=> lx + y — 2z = 0 <=> L 2 jx + y — 2z = 0 <=> | x — z 

(2x — y — z — 0 L 3 — 2L 2 (. — 3y + 3z — 0 ( y — z 

(u = (z,z,z) = z(l,l,l) 

<^> | x — z 

l y - z 

Done E — Vect(a) ce qui montre que E est un sous-espace vectoriel de E 3 
Autre methode 



t0 + 0- 2x0 = 0 = 
12x0-0-0 = 0 

Soientit-L = (x 1 ,y 1 ,z 1 ) G E et u 2 = (x 2 ,y 2 ,Z 2 ) E F, on a 



Or 3 *= F 

+ y x — 2z x = 0 



(Xi - 
l2Xi 



y i 



(x 2 + y 2 
z x = 0 et (2x 2 



yz 



2z 2 = 0 
- z 2 = 0 
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Aiiti + A 2 u 2 — C^-iXi E A 2 x 2 ,Ayy^ E A 2 y 2 ,A x z x + A 2 z 2 ) 



fGMi. + ^ 2 * 2 ) + (Aiyi E A 2 y 2 ) - 2(A 1 z 1 + A 2 z 2 ) = A^ + y x - 2 z x ) + A 2 (x 2 + y 2 - 2z 2 ) = 0 
+ A 2 x 2 ) - (A 1 y 1 + A 2 y 2 ) - (A 1 z 1 + A 2 z 2 ) = A^Xj - y x - z x ) + A 2 (2x 2 - y 2 - z 2 ) = 0 
Ce qui montre que A-^u-^ + A 2 it 2 E F 
Et finalement E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 

2. {a} est une famille generatrice de E, ce vecteur est non nul, c’est une base de E, bref E est la droite 
engendree par le vecteur a. 

3. 

1 + 0 — 1 = 0=>5eF 
0 + l- l = 0=>cEF 

5 et c ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de F done dim(F) > 2. 

(1,0,0) g F done F£l 3 par consequent dim(F) < dim(R 3 ) = 3. 

On deduit de cela que dim(F) = 2 et que par suite la famille { b , c} est libre (dans F) a deux elements, 
c’est une base de F. 

4. 

1 + 1 — l = l + 0=>a?! Vect{b, c) et {b, c} est libre done (a, b, c] est libre (c’est une base de R 3 , 
puisque cette famille a trois elements) 

5. {a} est une base de F, { b , c } est une base de F et (a, b, c } est une base de R 3 par consequent 

E © F = R 3 

6. On cherche a, /?, y tels que it = a a + /3 b + yc 

L 1 fa + /? — x 

u — aa + fib + yc <=> ( x,y,z ) = a(l,l,l) + yS (1,0,1) + y(0,l,l) <=> l 2 \ a + y — y 

L 3 la + 13 + y — z 

L 1 ( a + /? — x fa--/3+x ra - x + y - z 

L 2 — LA — p + y — — x + y<=>\/3=y + x — y<=^] /3 = —y + z 
L 3 — L 1 { y — —x + z { y — —x + z ( y — — x + z 

it = (x + y — z)a + (— y + z)b + (— x + z)c 

Allez a : Exercice 1 8 



Correction exercice 19. 

1. Une famille de 4 vecteurs dans un espace de dimension 3 est liee, ce n’est pas une base. 

2. Pour tout a, /?, y et 8 reels 

aa + /3b + yc + 8d — 0 R 3 <=> a(2, — 1, — 1) + /?(— 1,2,3) + y(l,4,7) + 5(1, 1,2) = (0,0,0) 

L 1 ( 2a — (3 + y + 8 — 0 L 1 E2a — (3 + y + 8 = 0 

<=> L 2 I — a + 2(3 + 4y + 5 — 0 <=> 2 L 2 + I 3(3 + 9y + 35 — 0 

L 3 (. — a + 3(3 + Ay + 25 — 0 L 3 L 2 1 (3 + 3y + 5 — 0 

(2a — (3 + y + 8 — 0 (2a-(3 + y + 8 = 0 (2a - (-3y - 5) + y + 5 = 0 

^l/? + 3y + 5 = 0 (3 — —3y — 8 (3 = -3y - 8 

(2a + 4y + 25 = 0 (a — —2y — 8 
**[ p = -3y-8 ** [(3 = -3 y - 8 

Done pour tout a, (3, y et 5 reels 

aa + (3b + yc + 8d — 0 M 3 <=> (— 2y — 5)a + (— 3y — 5)5 + yc + 8d — 0 R 3 
y(— 2a — 35 + c) + 5(— a — 5 + d) — 0 R 3 
Ce qui montre que —2a — 35 + c = 0 R 3 et que —a — 5 + d — 0 R 3, autrement dit 

c — 2a + 3d et d — a + 5 



Par consequent 

F = Vect(a, 5, c, d) = Vect(a, 5, 2a + 3d, a + 5) = Vect(a, 5) 
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(a, b ) est une famille generatrice de E, les vecteurs a et b ne sont pas proportionnels done (a, h) est 
libre, e’est une base de E. 



3. 



x = (x 1; x 2 ,x 3 ) G E <=> 3a, (3 E R, x = aa + fSb <=> 3a, (S G R, a( 2,— 1,-1) + /?(— 1,2,3) 

L 1 1 2a — (S — x 1 L 1 ( 2a — p — x 1 

— (x 1; x 2 ,x 3 ) « 3a,j8 G I,i 2 | —a + 2 fS — x 2 <=> 3a, (S G R, 2L 2 + |3)S = 2x 2 + x 1 

L 3 a + 3/S — x 3 L 3 — L 2 l (S — x 3 — x 2 

L 1 ( 2 a — [S — x t 

<^>3a,(S E R, b 2 \ 3 (S - 2x 2 + x x 

3L 3 — L 2 (0 = 3(x 3 — x 2 ) — (2x 2 + x x ) = —x 1 — Sx 2 + 3x 3 

Une equation caracterisant E est —x 1 — 5x 2 + 3x 3 = 0 
4. e x = (1,0,0) ne verifie pas l’equation caracterisant E done e^Ee t (a, b ) est libre done (a, b, e x ) est 
une famille libre a 3 element dans l’espace vectoriel R 3 , de dimension 3, e’est une base. 

Allez a : Exercice 19 



u — aa + (Se x <=> 




Correction exercice 20. 

Premiere partie 
1. 

L 1 (x +y+ z — t — 0 L x r x+y + z — t — 0 (x — 2 y 

u — (x,y,z, t) G E <=> L 2 |x — 2y + 2z + t = 0 <=> l 2 — L r I —3 y + z + 2t = 0 <=> |z = — y 

L 3 [x —y + z =0 L 3 — L x ( —2 y +t = 0 [t — 2y 

Done u = (2 y,y, -y, 2y) = y(2,l, -1,2) = ya 

2. a n’est pas le vecteur nul et engendre E, e’est une base de E et dim(E) = ISoit e x — (1,0, 0,0), e x £E 
car les composantes de e 1 ne verifient pas les equations caracterisant E. Done (a, e x ) est libre. 
u — ( x,y,z , t) G Vect(a, e x ) si et seulement s’ils existent a et /? reels tels que : 

2a + /? = x 
~P = 2y - x 
2z + x + 2y — x — 0 
t — x — (2 y — x) = 0 

Done Vect(a,e x ) = {(x,y, z, t) G R 4 ,y + z = 0 et — 2y + t — 0} 

Soit e 2 — (0,1, 0,0), e 2 £ Vect(a, e{) car les composantes de e 2 ne verifient pas les equations 
caracterisant Vect(a, e x ) et (a, e x ) est libre done (a, e t , e 2 ) est libre. 
u — (x,y, z, t) G Vect(a, e t , e 2 ) si et seulement s’ils existent a, /? et y reels tels que : 

2a + (S — x 
— p + 2y — 2y — x 
P — 2 z + x 
~P — t — x 

{ 2 a + P — x 
-p + 2y = 2y-x 
2y — 2z + x + 2y — x 
0 - t + 2z 

Done Vect(a, e lt e 2 ) = {(x, y, z, t) G R 4 , 2z + t = 0} 

Soit e 3 = (0,0, 1,0), e 3 g Vect(a, e lt e 2 ) car les composantes de e 3 ne verifient pas 1’ equation 
caracterisant Vect(a, e 1 , e 2 ) et (a, e lt e 2 ) est libre done (a, e 1 , e 2 , e 3 ) est libre, comme cette famille a 
quatre vecteurs, e’est une base de R 4 . 

Allez a : Exercice 20 

Deuxieme partie 

3. 2x03-6x0 + 7x0 — 0 = 0 done 0 M 4 G F. 

Soient it = (x,y, z, t) G F et it' = (x',y',z', t') G F, on a alors 



it 



aa + Pe 1 + ye 2 <=> ^ 
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2x + 6y + 7z — t = 0 et 2x' + 6 y' + 7z' — t' = 0. Soient A et A' deux reels. 

Au + A'u' — A(x, y, z, t) + A(x', y ', z' , t') = (Ax + A'x' , Ay + A'y' , Az + A' z' , At + A't') 
2(Ax + A'x') + 6 (Ay + A'y') + 7(Az + A'z') — (At + A't') 

= A(2x + 6y + 7z — t) + A(2x' + 6 y' + 7z' — t') = 0 
Done F est un sous-espace vectoriel de R 4 . 

4. it = (x, y, z, t) E F u — (x, y, z, t) et t = 2x + 6y + 7z <=> it = (x, y, z, 2x + 6y + 7z) 
Done it — ( x,y,z , 2x + 6y + 7 z) = x(l,0,0,2) + y (0,1, 0,6) + z(0,0,l,7) 

it 0 — (1,0, 0,2), u-l — (0,1, 0,6) et u 2 — (0,0, 1,7), (it 0 ,u 1 ,it 3 ) est une famille generatrice de F. 

II reste a montrer que cette famille est libre : 

f a - 0 _ 

(3 = 0 (a -0 

a( 1,0, 0,2) + /?( 0, 1,0,6) + y(0,0,l,7) = (0,0, 0,0) <=> j ^ _ Q <=> /? = 0, 

\2a + 6(3 + 7y = 0 7 = 0 

Cette famille est bien libre, e’est une base de F. 

5. dim(F) = 1 et dim(F) = 3 done dim(F) + dim(F) = 4 = dim(R 4 ) 

Comme 2x2 + 6xl + 7x (—1) — 2 — 1^0, a — (2,1, —1,2) g F , E fl F = {0 M 4} 

On a alors F © F = R 4 . 

Allez a : Exercice 20 
Troisieme partie 

6. Comme 2xl + 6xl + 7x (—1) — 1 = 0, b E F. 

Comme 2 x (-1) + 6 x (— 2) + 7x3 — 7 = 0, c E F. 

Comme 2x4 + 6x4 + 7x (—5) — (—3) — 0, d E F . 

L 1 ( a — (3 + 4y — 0 



ab + (3c + yd — 0 E 4 <=> 



L 2 ) a — 2(3 + 4y = 0 



Li 

L 2 — L i 



r a — (3 + 4y = 0 

-P = o 

2(3 -y = 0 



or — 0 
= 0 
y = 0 



ab + (3c + yd — u <=> , 2 

Lq 



L 3 I —a + 3(3 — Sy — 0 l 3 + L x 
L 4 l a + 7(3 - 3y = 0 L 4 + L x \ 8(3 - 7y = 0 
Done (b, c, d) est une famille libre dans un espace de dimension 3 (dim(F) = 3), e’est une base de F. 
7. Soit it = (x, y, z, t) avec 2x + 6y + 7z — t = 0 

L x 7 a — (3 + Ay — x L x 7 a — (3 + Ay — x 

L 2 \ a — 2(3 + Ay — y l 2 - L x I -(3 = -x + y 
3 J — a + 3(3 — 5y — z 13 + 1 x 1 2 (3 — y — x + z 

b 4 V a + 7(3 — 3y — t b 4 + L 1 \8(3 — 7y — — x + t 

a — (3 + Ay — x 
(3 - x-y 

^ L 3 + 2 L 2 j _y — _ x + 2y + z 
b 4 + 8L 2 ( 7 y — — 9x + 8y + t 

a — (3 — Ay + x 
(3 — x — y 
y — x — 2y — z 

J 3 \^o = — 9x + 8y + t — 7(— x + 2y + z) 
r a — x — y — 4(x — 2y — z) + x fa - -2x + 7y + 4z 



b 4 - 7 U 



(3 — x — y 
y — x — 2y — z 
0 = — 2x — 6y — 7z + t 
Done pour tout it = (x, y, z,t) E F avec 2x + 6y + 7z — t = 0 
u = (— 2x + 7y + 4z)b + (x — y)c + (x — 2y — z)d 
Allez a : Exercice 20 



/3 = x-y 
y — x — 2y — z 
0 = 0 



Correction exercice 21. 

1. 0 + 2x0 — 3x0 = 0 done 0m3 G F. 
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Soient u — (x 1( x 2 , x 3 ) E E et it' = (x^,x 2 , x 3 ) 6 F alors 

x 4 + 2x 2 — 3x 3 = 0 et x[ + 2x2 — 3x 3 — 0 

Pour tout A et A' reels : 

Au + A'u' — (Ax 1 + A'x[, Ax 2 + Ax' 2 ,Ax 3 + l'x 3 ) 

Ax 1 + A'x[ + 2(Ax 2 + Ax 2 ) — 3(Ax 3 + A'x 3 ) = A(x 1 + 2x 2 — 3x 3 ) + A' (x[ + 2x 2 — 3x 3 ) = 0 
Done 

Au + A'u' G E 

E est un sous-espace vectoriel de R 3 . 



u — (x 4 , x 2 ,x 3 ) G F <=> 



u — (x 1; x 2 ,x 3 ) 



( u — 
\x 1 = 



(u = (— 2 x 2 + 3x 3 ,x 2 ,x 3 ) 
-2 x 2 + 3x 3 



jit = (—2; 
l x ± = 



-2x 2 + 3x 3 

u = (— 2 x 2 + 3x 3 ,x 2 ,x 3 ) = x 2 ( — 2,1,0) + x 3 (3,0,l) 
b — (—2,1,0) etc — (3,1,0) sont deux vecteurs non colineaires, ils forment une famille libre qui 
engendre E, e’est une base de E, done dim(£') = 2. 

2. 1 + 2x2 — (—3) x 3 = 14 + 0 done a £ E, par consequent F fl E — {0 R 3}, comme 

dirr^E) + dim(F) = 2 + 1 = 3 = dim(R 3 ) 

On a E © F — R 3 



Allez a : Exercice 21 



Correction exercice 22. 

1. 

( it = (x 1( x 2 , x 3 , x 4 ) (it = ( — x 3 , — x 4 , x 3 , x 4 ) 

Xi - — x 3 ] x 4 = — x 3 

x 2 = — x 4 l x 2 = — x 4 

it = ( — x 3 , — x 4 , x 3 , x 4 ) = x 3 (- 1,0, 1,0) + x 4 (0, -1,0,1) 
u 4 = (—1,0, 1,0) et u 5 = (0, —1,0,1) sont deux vecteurs non proportionnels, ils forment une famille 
libre qui engendre E, e’est une base de E, par consequent dim(E) = 2. 

2. II est clair que it 4 + u 2 = 2u 3 done la famille (it 1; u 2 , u 3 ) est liee. 

F — Vect(u lt n 2 ,it 3 ) = Vect[u 1 ,u 2 ,—u 1 + 2 ^ 2 ) = Vect(u lt it 2 ) 

it 4 et it 2 sont deux vecteurs non colineaires, ils forment une famille libre qui engendre F, e’est une base 
de F, done dim(F) = 2. 

Attention certain d’entre vous on ecrit (it 1( it 2 , it 3 ) ne sont pas proportionnels done (it 1; u 2 , u 3 ) est une 
famille libre, e’est completement faux, ce resultat est vrai pour deux vecteurs. 

3. u — (x 1; x 2 , x 3 , x 4 ) G F <=^>il existe a et /? reels tels que it = au-L + /?it 2 

(a + - x x 

li I CC ^ 

11 = 0 :% + /?it 2 <^> (a(l, 1,1,1) + p(l, -1,1, -1) = (x lf x 2 , x 3 , x 4 ) 2 < R _ 2 

l 3 / a + P — X 3 

L 4 \a - p - x 4 

L 4 ( a + /? = x 4 
^ L 2 - Li I -2/? = -x x + x 2 
L 3 -L 1 I 0 = -x 4 + x 3 
L 4 - L 2 V 0 = -x 2 + x 4 

Done 

F — {(x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) G R 4 , —x x + x 3 = 0 et — x 2 + x 4 = 0} 

4. F + F — Vect{u 4 ,u 3 ,u 1 ,u 2 ) 

Done la famille (it 4 , it 5 , %, u 2 ) est une famille generatrice de F + F. 

Remarques : 

a. La reponse F + F = Pect(it 4 , it 5 , %, u 2 ,u 3 ) est bonne aussi. 
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b. On pouvait penser a montrer que (14, 14, 14, u 2 ) etait libre (c’est le cas) mais c’est totalement inutile 
(si on avait demande de trouver une base alors la, oui, il fallait montrer que cette famille etait libre). 
Toutefois de montrer que cette (14, 14, 14, it 2 ) est libre permettait de montrer que E © F — R 4 , 
parce que si une base de E, « collee » a une base de F donne une famille libre, on a F + F = F © F, 
et comme (14, u 5 , 14, it 2 ) est une famille libre de R 4 a 4 vecteurs, c’est aussi une base de R 4 , 
autrement dit E © F — R 4 . Ce n’est pas la peine d’en ecrire autant, il suffit de dire que puisque 
(u 4 , it 5 , 14, it 2 ) est une base de R 4 (libre plus 4 vecteurs) alors E © F — R 4 . 

Mais il y avait beaucoup plus simple pour montrer que E © F — R 4 (voir question 5 °)). 

c. Attention si on ecrit (14, 14, 14, 14) ne sont pas proportionnels done (14, 14, 14, 14) est une famille 
libre, c’est completement faux, ce resultat n’est vrai que pour deux vecteurs. 

d. Regardons ce que l’on peut faire et ne pas faire 

E + F — Vect(u 4 , u 5 , 14, u 2 ) = Vect{— e x + e 3 , — e 2 + e 4 , e x + e 2 + e 3 + e 4 , e x — e 2 + e 3 — e 4 ) 
£a c’est bon. Mais ensuite il faut simplifier correctement 
E + F - Vect(-e x + e 3 , -e 2 + e 4 , e x + e 2 + e 3 + e 4 + (e 4 - e 2 + e 3 - e 4 ), e x - e 2 + e 3 - e 4 ) 



= Vect(—e x + e 3 , —e 2 + e 4 , 2e x + 2e 3 , e x — e 2 + e 3 — e 4 ) 

= PectC-e-L + e 3 , -e 2 + e 4 , e x + e 3 , e x - e 2 + e 3 - e 4 ) 

= Vect(—e x + e 3 + (e x + e 3 ), — e 2 + e 4 , e x + e 3 , e x — e 2 + e 3 — e 4 ) 
= Vect(2e 3 , -e 2 + e 4 , e x + e 3 , e x - e 2 + e 3 - e 4 ) 

= Vect(e 3 , -e 2 + e 4 , e x + e 3> e x - e 2 + e 3 - e 4 ) 



Et la on retombe sur une situation habituelle, comme e 3 est tout seul, on peut le simplifier partout : 
E + F — Vect(e 3 , —e 2 + e 4 , e x , e x — e 2 — e 4 ) = Vect(e 3 , —e 2 + e 4 , e x , —e 2 — e 4 ) 



= Vect(e 3 , -e 2 + e 4 + (- e 2 - e 4 ), e x> -e 2 - e 4 ) = Vect(e 3 , - 2 e 2 , e x , -e 2 - e 4 ) 



somme des dimension de E et de F est 4 ) mais ce n’est pas ce qui est demande. 



Done E n F — {0^4} 

Par consequent E © F — R 4 
Autre methode : 

On aurait pu montrer que (u x , u 2 , u 3 , 14) etait une famille libre. 
Allez a : Exercice 22 

Correction exercice 23 . 

1 . 



On pose c — ( 1 , — 2 , 1 , 0 ) et d — ( 0 , 0 , — 1 , 1 ) 

Ces deux vecteurs engendrent F x , ils ne sont pas proportionnels, done ils forment une famille libre, par 
consequent (c, d ) est une base de F x . 



— Vect(e 3 , e 2 , e x , —e 2 — e 4 ) = Vect(e 3 , e 2 , e x> — e 4 ) = Vect(e 3 , e 2 , e x , e 4 ) = R 4 
On peut eventuellement se servir de cela pour montrer que E © F — R 4 (il reste a dire que la 



5 . dim(E) + dim(F) = 2 + 2 = 4 = dim(R 4 ) 



u E E fl F <=> 




v ^ xl — 




Done 



x = (x x , -2x x ,x x -x 4 ,x 4 ) - x 4 (l, — 2,1,0) + x 4 (0,0, -1,1) 



2 . 
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x = (x 4 , x 2 , x 3 , x 4 ) G F 2 <=> 



fx 2 + x 4 = 0 rx 4 = —x 2 
lx 1+ X 3 = 0^ 1*3 = ~X 4 



Done 



x = (x 4 ,x 2 , — x 1( — x 2 ) = XiCl.O, —1,0) + x 2 (0,l,0, —1) 

On pose e = (1,0, —1,0) et / = (0,1,0, —1) 

Ces deux vecteurs engendrent F 2 , ils ne sont pas proportionnels, done ils forment une famille libre, par 
consequent (e, /) est une base de F 2 . 

3. Premiere methode 

r x x + x 2 + x 3 + x 4 = 0 fx t + x 2 + x 3 + x 4 = 0 



, N n n 1 2xi + x 2 = 0 

x — (x 4 , x 2 , x 3 , x 4 ) G F 4 n F 2 <=> ^ x 2 + x 4 = 0 ^ 

x i + x 3 = 0 



2x 4 + x 2 = 0 
x 4 = x 2 
x 3 = x 4 



r x 4 + x 2 + x 4 + x 2 = 0 
2x 4 + x 2 = 0 
x 4 = x 2 
x 3 = -x 4 

Done x = (x 4 , — 2x 4 , — x 4 , 2x 4 ) — x 4 (l, —2, —1,2) 

Cela montre que F 4 fl F 2 = Eect((l, —2, —1,2)) 

On n’a pas F 4 © F 2 = E 4 
Deuxieme methode 

On rappelle que F 4 © F 2 = E 4 <=> (c, d, e,f ) est une base de E 4 . 



ac + fid + ye + Sf — 0 E 4 <=> 



Cela n’entraine pas que a — (3 — y — 8 = 0. 

(c, d, e,/) est une famille liee ce n’est pas une base de E 4 . 



2* 1 +* 2 °=0 \^ = - 2 ^ 

X4 I “ X2 l x 4 = 2 x 4 

X 3 — X 4 



1 


( a + y — 0 | 


r y = -a 




1 -2a + 8 = 0 ! 


| 5 = 2a j 




ia + p- y- O^) 


|a + /? + a = 0 ^ ) 


1 


l —(3 — 5 = 0 1 


{ (3 + 5 = 0 ' 



y - —a 

5 — 2a 

6 — —2a 
0 = 0 



4. 



a + /? + y — 0 

n , a-(3 -2y = 0 L 2 ~L t \ _2/3 — 3y — 0 
aa + pb + yc + 8d^0 R ^^ a + p+Y _ 5 ^ 0 ^ L3 - L l —g — q 

a- p +8= 0 L ^~ L i [-2p - Y - 8 = 0 

a + y — 0 
-2/3 - 3y = 0 
5 = 0 

-2(3 -y = 0 

En faisant la difference des lignes L 2 et L 4 , on a y — 0, le reste s’en deduit a — (3 — 8 = 0. 

(a, b, c, d) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 4, e’est une base de E 4 . 
5. Une base de F « collee » a une base de F 1 est une base de E 4 done on a F © F 1 = E 4 . 

Allez a : Exercice 23 



Correction exercice 24. 



1 1 

u i + u 2 — 3 u 3 <=> u 3 — -it 4 + —u 2 



Done 



E — Vect(u 1 ,u 2 ,u 3 ,u 4 ) — Vect (u lt it 2 , — u ± + — it 2 , 14 j = Vect(u 1 ,u 2 ,u 4 ') 



Est-ce que la famille (u 4 , u 2 , 14) est libre, il n’y a pas mo yen d’en etre sur sauf en faisant le calcul 
suivant : 
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L 1 f2a + (3 + y = 0 L x f 2a + /3+y — 0 
au 4 + /?u 2 + yu 3 — 0 R 3 <=> L 2 \a + 2/3 — y = 0 <=> 2 L 2 — L 4 j 3/3 — 3y — 0 

L 3 (a — f3 — 2y — 0 L 3 — L 2 [ —3/3 — y — 0 
L 1 r2a + /3 + y = 0 fa — 0 
^ L 2 \ 3(3 -3y = 0 <=> /? = 0 
L 3 + L 2 [ —4 y = 0 (7 = 0 

Cette famille est libre, c’est une sous-famille libre de (u 4 , u 2 , u 3 , 14 ) qui engendre E . 

Allez a : Exercice 24 



Correction exercice 25. 

1 . 

(x = (x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) (x = (x 2 ,x 2 ,x 4 ,x 4 ) 
x — (x 4 , x 2 ,x 3 ,x 4 ) £Eo x 4 — x 2 — 0 ] x 4 = x 2 

l x 3 — x 4 — 0 l x 3 — x 4 

x = (x 2 ,x 2 ,x 4l x 4 ) = x 2 ( 1 , 1 , 0 , 0 ) + x 4 ( 0 , 0 ,l,l) 

On pose a — (1, 1,0,0) et b — (0,0, 1,1) 

E — Vect(a, b) ce qui entraine que (a, b} est une famille generatrice de E, et d’autre part (a, b} est une 
famille libre car ces vecteurs ne sont pas proportionnels, done (a, b] est une base de E . 

2. Soit c — (1,0, 0,0) (£ E car les composantes de c ne verifient pas les equations caracterisant E. 

{a, b } est libre dans E et c £ E done (a, b, c} est libre. 

x — (x 1 ,x 2 ,x 3 ,x 4 ) G Vect(a,b,c ) <=> 3 (a,(3,y) G R 3 ,x — aa + (3b + yc 

r x 4 — a + y 
Xo — a 

*3= P 

x 4 ~ (3 

' x 4 = a + y 
x 7 — a 

*3 = P 
^x 4 — x 3 = 0 

Done Vect(a,b,c ) = (x = (x 4 , x 2 ,x 3 , x 4 ) G R 4 ,x 4 — x 3 = 0} 

Soit d — (0,0, 0,1), d g Eect(a, b, c) car les composantes de d ne verifient pas x 3 — x 4 = 0. 

(a, b, c} est libre et d £ Vect(a, b, c) done (a, b, c, d} est une famille libre, elle a 4 elements, c’est une 
base de R 4 . 



x = aa + (3b + yc <=> (x 4 , x 2 , x 3 , x 4 ) = a(l, 1,0,0) + /?( 0,0, 1,1) + y (1, 0,0,0) 



Allez a : Exercice 25 



Correction exercice 26. 

1 . 



aP 0 +(3P 1 + yP 2 = 0^a^(X- 1)(A - 2) - (3X(X - 2) + y^X(X - 1) = 0 
j(X 2 - 3X + 2) - (3(X 2 - 2X) + ^(X 2 - X) = 0 ** - /3 + ^)X 2 + + 2(3 ~^X + a 



( a y 

(j + L=0 
2 p 2 



f y 
-P + - = 0 



= 0 <^> 



3a y <=> < 

— + 2p - r - = 0 
2 H 2 

a — 0 



2 ' (7 = 2/? (P = 0 

+2/?-t=0 « p= 4 ^« p = » 

p 2 I a = 0 U = 0 

k. a — 0 

La famille (P 0 , P l , P 2 ) est une famille libre de trois elements dans un espace de dimension 3, c’est une 
base de M 2 [A] . 

2. On cherche a, /? et y (en fonction de a, b et c) tels que : aX 2 + bX + c — aP 0 + (3P 4 + yP 2 
En reprenant le calcul ci-dessus, il faut resoudre le systeme : 
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c 

2 <=> 



a — c 



/? = a + b + c 



Y 3c 

2 p-L = b+ — 
H 2 2 



/? = a + b + c 



Lio Lj-i 



V c 

"E 77 = CL — 77 
P 2 2 

/? = a + b + c 



3. On cherche a, b etc (en fonction de a, /? et y) tels que : aX 2 + bX + c — aP 0 + /3P 1 + yP 2 

a y 

CL — — — /? + — 

2 P 2 

3 a y 

b = - — + 2p- r - 
2 P 2 
c — a 



4. 



C’etait deja fait. 

II est preferable d’exprimer un tel polynome dans la base (P 0 , P 1 , P 2 ), autrement dit on cherche a, /3 et y 
tels que R — aP 0 + /3P 1 + yP 2 verifie R( 0) = A, R( 1) — B et R(2) — C. 

P 0 ( 0) = 1, P x ( 0) = 0 et P 2 ( 0) = 0 done a = A 

P 0 ( 1) = 0, Pj( 1) = 1 et P 2 (l) = 0 done jS = B 

P 0 ( 2) = 0, Pi (2) = 0 et P 2 ( 2) = 1 done y = C 

II n’y a qu’un polynome R — AP 0 + BP X + CP 2 

Ensuite, si on veut on peut exprimer R dans la base canonique (mais ce n’est pas demande dans 
l’enonce) 



R = aX 2 + bX + c = 



A 



B + ^)X 2 + 



3A 



+ 2B 



C> 



\X + C 



Allez a : Exercice 26 



Correction exercice 27. 

1. Le vecteur nul de M 2 [X] est le polynome nul, en 1 ce polynome vaut 0, le vecteur nul de E 2 [X] est dans 
E. 

Soit P 1 E E et P 2 6 E, done P 1 (1) = 0 et P 2 (l) = 0. 

Pour tout et X 2 deux reels, 

UiPi + A 2 P 2 )(1) = AiPiCl) + A 2 P 2 (1) ^AiXO + A.xO^O 
Done X-^P-l + X 2 P 2 G E 
E est un sous-espace vectoriel de E. 

2. Soit P = aX 2 + bX + c E E, 

P( 1) = 0<=>axl 2 +bxl + c = 0<=>c = —a — b 

Done 

P = aX 2 + bX — a — b — a(X 2 — 1) + b(X — 1) 

X 2 — 1 et X — 1 sont deux polynomes non proportionnels, ils forment une famille libre qui engendre E, 
e’est une base de E. dim(P) = 2. 

Allez a : Exercice 27 

Correction exercice 28. 

1. Le polynome nul 0 verifie 0(— 1) = 0(1) = 0, done 0 G E. 

Soient P 1 et P 2 deux polynomes de E et soient X x et X 2 deux reels 

UiPi + A 2 p 2 )(- 1) = AiPiC-l) + A 2 p 2 (— 1) = 0 
CarPiC-l) = 0etP 2 (-l) = 0, 

UiPi + A 2 P 2 )(1) = AjPiCl) + A 2 P 2 (1) = 0 

Car P x (1) = 0 et P 2 (l) = 0, 
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Done 2 1 P 1 + /1 2 P 2 E E, ce qui montre que E est un sous-espace-vectoriel de R 3 [X] 

2. — 1 et 1 sont racines de P done il existe Q tel que P — (X — 1)(X + 1)Q — ( X 2 — 1)Q 
Le degre de Q est 1, done il existe deux reels a et b tels que 

P = (X 2 - 1 )(aX + b) = aX(X 2 - 1 ) + b(X 2 - 1 ) 

(. X(X 2 — 1),X 2 — 1) est une famille generatrice de E, ces polynomes ne sont pas proportionnels, ils 
forment dond une famille libre et done une base de E . 

Allez a : Exercice 28 



Correction exercice 29. 



Pour x = 

3 



Pour x = 

2 



2n 

Pour x — — 

3 



Vx £ l,a sin(x) + /? sin(2x) + y sin(3x) = 0 

/7T\ (2n\ a B 

a sin J + /? sin ( —J + y sin(7r) = 0 <=> — + — = 0 <=> /? = —a 

Vx £ R,a sin(x) — a sin(2x) + y sin(3x) = 0 

a sin ^ — a sin(7r) + y sin j = 0 <=> y — a 
Vx G E, a sin(x) — a sin(2x) + a sin(3x) = 0 



a sin 



2n 



a sin + a sin(27r) = 0 <=> a = 0 a — 0 



Done a — /? = y — 0 
Cette famille est libre. 
Allez a : Exercice 29 



Correction exercice 30. 

Premiere methode 

F 6 Vect(f , g, h ) <=> il existe a, /? et y tels que Vx G R, 

F(x) = a cos(x) + /? cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x) 

= a cos(x) + /? cos(x) (1 — 2 cos 2 (x)) + 2y sin 2 (x) cos(x) 

= a cos(x) + /? cos(x) — 2 /? cos 3 (x) + 2y(l — cos 2 (x)) cos(x) 

= (a + /? + 2 y) cos(x) + (—2/3 — 2 y) cos 3 (x) 

Done F G Eect(cos ,cos 3 ) 

Ce qui signifie que Vect(f, g, h) c Eect(cos , cos 3 ), l’inclusion dans l’autre sens l’inclusion est 
evidente done 

Vect(f,g,h ) = Eect(cos ,cos 3 ) 

Qui est evidemment un espace vectoriel de dimension 2. 

Deuxieme methode 

On cherche a savoir si la famille (f, g, h) est libre, si e’est le cas, il n’y a pas grand -chose a dire sur 
Vect(f, g, h) sinon que e’est un espace de dimension 3. 



Vx G 



a cos(x) + (3 cos(x) cos(2x) + y sin(x) sin(2x) = 0 



Pour x = 



Pour x = 0 



a cos (— ) + /? cos (— ) cos (— ) + y sin (— ) sin (— ^ = 0 <^>a-l -7 = 0 



a cos(0) + /? cos(0) cos(0) + y sin(0) sin(0) = 0 ^ a + /3 — 0 
Done y — —a et (3 — —a 

Vx Gl, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0 
Ensuite, on a beau chercher, pour toutes les valeurs de x particuliere, on trouve 0 = 0. 

Vx Gl, a cos(x) — a cos(x) cos(2x) + a sin(x) sin(2x) = 0 
<=> Vx G R, a(cos(x) — cos(x) cos(2x) + sin(x) sin(2x)) = 0 
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« Vi £ I, a(cos(x) (1 — cos(2x)) + sin(x) 2 cos(x) sin(x)) = 0 
<=> Vx 6 R, a cos(x) (1 — cos(2x) + 2 sin 2 (x)) = 0 
<=> Vx £l, 0 = 0 

Car cos(2x) — 1 — 2 sin 2 (x) 

La famille est done liee, / et g ne sont pas proportionnelles done la famille est libre et 

Vect(f,g,h ) = Vect(f,g ) 

Et dim(Vect(f,g,h )) = 2. 

Remarque la famille (/, g) ne ressemble pas trop a la famille (cos , cos 3 ) mais dans un plan, je 
rappelle qu’il y a une infinite de base. 

Allez a : Exercice 30 

Correction exercice 31. 

Soit 0 R la fonction nulle 

0 R (x) + x0 R (x) — x 2 0 r (x) = 0+ xx0 — x 2 x0 = 0 

Done 9 U E E 

Soient / et pdeux fonctions de E . On a pour tout xEl 

/''(x) + x/'(x) — x 2 /(x) = 0 et g"(x) + xg'(x) — x 2 g(x) = 0 
Pour tout reels A et p 

(■ M + E9)" O) + x(Af + jug)'(x) - x 2 (Af + gg)(x) 

= Af"(x) + gg"(x) + x(A/'(x) + gg'{xj) - x 2 (A/(x) + pp(x)) 

— A(/"(x) + x/'(x) — x 2 /(x)) + p(,q"(x) + xg'(x) — x 2 g{x )) = 0 
Ce qui montre que Af + pg E E . 

Par consequent E est un sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des fonctions. 

Allez a : Exercice 3 1 



Correction exercice 32. (Hors programme) 

1. Pour 

Demontrons d’abord que si p' G Z, q' E N* et p' et q' tels que p' + q'V2 = 0 alors p' — q' — 0 
On pose d — PGCD(p', q'), p' — dp et q' — dq 

p + qV2 = 0 ^ 2q 2 = p 2 <=> ~ ° 

p + qV 2 = 0 => p = — qV 2 => 2 q 2 = p 2 

D’apres le theoreme de Gauss, (si p et q sont non nuls) p divise 2 q 2 et p est premier avec q 2 done p 
divise 2. p G (—2, —1,1,2} 

Si p = ±1 alors p 2 = 1 et 2q 2 = 1 ce qui n’est pas possible. 

Si p = ±2 alors p 2 = 4 et 2q 2 —4 <=> q 2 — 2, ce qui n’est pas possible. 

Done p = 0 et q = 0, par consequent p' — q' — 0. 

La seule solution de 2 q 2 = p 2 est (p, q) = (0,0) 

Soient g = — et r 2 = — deux rationnels non nuls. Done p t V 0, p 2 V 0 (et bien sur q x V 0 et q 2 V 0) 

<7l ?2 

et rien n’empeche de prendre p ± < 0 et p 2 > 0 (avec q x > 0 et q 2 > 0) 

Montrons que r 1 xl + r 2 xV2 = 0=>r 1 = r 2 = 0 
q x 1 + r 2 x V2 = 0 => p x q 2 + p 2 q 1 ^j2 — 0 
On pose p' = p x q 2 < 0 et q' —p 2 qi> 0, 

Done p' + q'V2 = 0 et d’apres la premiere partie p' — q' — 0, ce qui est impossible si g V 0 et r 2 V 0. 
Done g = r 2 = 0 et la famille est libre. 

Pour S 2 

G x 1 + r 2 x V2 + ga/3 = 0 

A Pi P2 P3 

Avec g = — , r 2 = — et g = — 

<7l <72 <t3 _ 

G x 1 + r 2 x V2 + r 3 V3 = 0 <=> p 1 q 2 q 3 + p 2 Qiq3^ + P 3 91 ^ 2^3 = 0 
On pose a' = p 1 q 2 q 3 , b' = p 2 q ± q 3 et c' = p 3 q t q 2 

a' + b'V 2 + c'V3 = 0 
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2 . 



3. 



Soit d — PGCD(a, b, c), a' — da, b' — db et c' — dc 

a + bV 2 + cV 3 = 0 

Ou a, b et c sont trois entiers premiers entre eux. 

a + bV 2 + cV 3 = 0 <=> a + bV2 — —cV 3 => (a + bV2) — 3 c 2 => a 2 + 2 b 2 + 2 abV2 — 3c 2 
=> a 2 + 2 b 2 - 3c 2 + 2 abV2 = 0 

On pose p — a 2 + 2 b 2 — 3c 2 et q — 2 ab, d’apres la question precedente : p = 0 et q — 0 
Done ab — 0 eta 2 + 2 b 2 — 3 c 3 — 0 

Si a — 0, 2 b 2 — 3 c 3 — 0 <=> 2 b 2 — 3c 2 , d’apres le theoreme de Gauss, c divise 2 b 2 et c est premier 
avec b 2 (car 0, b et c sont trois entiers premiers entre eux entraine b et c sont premiers entre eux) done c 
divise 2, par consequent c G (—2, —1,1,2], soit c 2 = 1 alors 2 b 2 — 3 ce qui est impossible (le premier 
terme est paire et le second est impair). Le seul cas possible est b — c — 0, soit c 2 = 4alors 2 b 2 — 3 x 
4 <=> b 2 — 6 ce qui est impossible aussi puisque 6 n’est pas un carre, dans ce cas aussi la seule solution 
est b — c — 0. 

Si b — 0, a 2 — 3c 2 — 0 <=> a 2 — 3c 2 , on raccourcit la demonstration, toujours avec Gauss, a divise 3 
done si a 2 — 1, 3c 2 — 1 est impossible et si a 2 — 9 alors c 2 — 3 ce qui est aussi impossible, bref, la 
seule solution est la encore a — c — 0 

Tout cela pour dire que a + b\[2 + cV3 — 0 entraine a — b — c — 0. Par consequent a' — b' — c' — 0, 
comme a' — p x q 2 q 3 , b' — p 2 q x q 3 et c' — p 3 q 1 q 2 et que les q t sont non nuls, alors p x — p 2 — P3 = 0 et 
r i — r 2 — r 3 — ce qui montre bien que S 2 est une famille Q-libre. 



rq it! + r 2 u 2 = 0 ^ — (3 + V5, 2 + 3V5) + — (4,7V5 - 9) = (0,0) 
qi <?2 

(p 1 q 2 (3 + V5) + p 2 <h(2 + 3V5) = 0 fa(3 + V5) + b{ 2 + 3V5) = 0 

(Pi q 2 {2 + 3a/ 5) + p 2 qi(V5 - 9) = 0 (a(2 + 3V5) + b(V5 - 9) = 0 

Si on pose a = p 1 q 2 et b — p 2 <?i 

_ f3a + 2b + (a + 3b)Vs — 0 
riUi + r 2 u 2 — 0 \ r- 

(2a — 9 b + (3a + b)V 5 = 0 

Comme dans l’exercice precedent on montre que (1, V5) est une famille Q-libre (e’est trop long, je suis 
tres fatigue). 



P2 



f3a + 2b — 0 (3a + 2b — 0 



(3a + 2b = 0 (-9b + 

( a = —3b ^ ( a = 



-9b + 2b = 0 



-3b 



(b = 0 
0 



{ 

ta = 



Done 3a + 2b + (a + 3b) V5 = 0 <=> ( a 

( a + 3b = 0 

a(2 + 3 a/5) + b{pJS — 9) = 0 est verifie pour a — b — 0 

Done p x q 2 — 0 et p 2 qq = 0, comme qq ^ 0 et q 2 ^ 0, on a p r — p 2 — 0 et done r x — r 2 — 0. 

La famille (u x , u 2 ) est Q-libre. 

4 u x - (3 + V5)it 2 = 4(3 + V5, 2 + 3V5) - (3 + V5)(4,7 a/5 - 9) 

= ( 0 , 4(2 + 3 V 5 ) - (3 + Vs) (7 Vs - 9 )) 

= ( 0,8 + 12V5 - (2lV5 - 27 + 35 - 9V5)) = ( 0,8 + 27 - 35 + (12 - 21 - 9)V5) 

= (0,0) 

II existe une relation entre ces deux vecteurs done la famille est E-lice. 



a. Pour tout a et /? reels 

av r + flv 2 = 0 => a(l - i, i) + /?(2, -1 + 0 = (0,0) => { ° 0 

( a + 2p — ai — 0 (a + 2/3 — 0 et — a — 0 (a — 0 
^ (-/? + (a + p)i = 0 ^ [-(3 = 0 et (a + /?) = 0 ^ [p = 0 

(y>i, v 2 ) est E-libre 

2v x — (1 — i)v 2 — 2(1 — i, 0 ~ (1 — 0(2, —1 + 0 

= (2(1 - 0 - (1 - 0 X 2,2 i - (1 - 0(-l + 0) = (0,2i - 20 = (0,0) 

II existe une relation entre ces deux vecteurs done la famille est C-liee. 

b. Pour tout a, /?, y et 8 reels 
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a( 1,0) + /?(/, 0) + 7(0,1) + 5(0, i) = (0,0) (a + i/?, 7 + i5) = (0,0) + -5 = g 

(a — B — 0 

^ ( 7 = 5 = 0 

La famille S est libre. Si on sait que la dimension de C 2 sur R est 4, c’est fini, parce qu’une famille 
libre a 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4 est une base. Sinon il est clair que pour 
tout vecteur ( a + i/?, 7 + t5) de C 2 , 

( a + i/?,7 + i5) = a(l,0) + /?(i , 0) + 7(0,1) + 5(0, i) 

La famille S est generatrice, done c’est une base. 

v ± = (1 - i, i) = (1,0) - (i, 0) + (0, 0 
v 2 = (2, -1 + i) = (2,0) - (0,1) + (0, 0 

Allez a : Exercice 32 
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